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1. Introducciéon

Las técnicas clasicas de segmentacion de imagen son ttiles cuando las
imagenes son sencillas, el objeto y el fondo son uniformes, y la presencia de
ruido y otros elementos espireos no son muy importantes. En situaciones mas
complejas es necesario realizar un procesado posterior, a nivel mas alto, pa-
ra interpretar, reconocer o clasificar los objetos segmentados a bajo nivel, y
asi dar conectividad o eliminar los falsos positivos y negativos.

Una solucién més satisfactoria consiste en utilizar unas técnicas de apari-
cion mas reciente que son mucho méas robustas, aunque requieren bastante mas
tiempo de calculo. Estas técnicas las podemos agrupar en lo que se han venido
a denominar con el término genérico de contornos activos. Estos contornos mo-
delan las fronteras entre un objeto, el fondo y el resto de objetos de la imagen.
Permiten extraer los contornos de los objetos de interés basandonos en modelos
que utilizan informacién a priori de la forma de los objetos. Estas técnicas son
mucho mas robustas frente a la presencia de ruido y otros elementos esptireos y
permiten segmentar imagenes mucho mas complejas que las imégenes para las
que eran aplicables los métodos de segmentacién de bajo nivel, como son las
imédgenes médicas, por ejemplo. La solucion proporcionada por estas técnicas
en general no requieren procesado posterior y son directamente interpretables,
puesto que se basan en un modelo establecido a priori. Si este modelo es el
adecuado, la presencia de falsos positivos o negativos serd muy pequena.

Los contornos activos se puede clasificar en snakes (serpientes), patrones
deformables y contornos dindmicos. Los snakes son mecanismos para dar cier-
to grado de conocimiento a priori a la interpretacion de la imagen a bajo nivel.
En lugar de esperar que propiedades deseables de los contornos como son con-
tinuidad y suavidad provengan de los datos de imagen, estas propiedades son
impuestas desde el principio. Se impone un modelo eléstico de curva continua
y flexible, que posteriormente se ajustara a los datos de la imagen. Varian-
do los parametros de elasticidad de la curva se puede controlar la cantidad
de informacién a priori que se asume. El modelado a priori se puede hacer
mas especifico construyendo un conjunto de curvas flexibles que formaréan el
contorno global, con un conjunto de parametros que controlen las variables
cinéticas de la curva, como por ejemplo, los tamanos de las diferentes partes
y los dangulos con las que se unen. Un modelo como éste recibe el nombre de



patréon deformable y es un mecanismo muy potente para buscar estructuras
conocidas en una imagen.

En caso de que sea necesario localizar objetos en movimiento, las cosas
se complican aun mas dando lugar al problema del seguimiento de objetos.
Esto se denomina modelado dinamico, para el que es necesario anadir inercia,
fuerzas de restauracion y factor de amortiguamiento al snake estatico. Cuando
las curvas sean de seguimiento y utilicen informacién dindmica a priori reciben
el nombre de contornos dindmicos.

2. Snakes

2.1. Idea del Método

El problema que se intenta resolver consiste en la localizacién de bordes,
lineas y contornos subjetivos, asi como el seguimiento de dichos contornos
durante el movimiento. Es un método variacional que busca contornos en la
imagen, cuya filosofia se puede considerar novedosa con respecto a los métodos
clasicos de deteccién de bordes y enlazado posterior. En este modelo tanto la
conectividad de los contornos, como la presencia de bordes en la imagen van
a afectar al funcional de energia y, por lo tanto, a los detalles de la estructura
del contorno localmente éptimo. Ademas, pueden interactuar mecanismos de
alto nivel introducidos por el usuario con el modelo de contorno para llevarlo
hacia el minimo local apropiado.

A diferencia de otras técnicas que buscan contornos prominentes de la ima-
gen, este modelo de contorno es activo. Siempre esta minimizando su funcional
energético y por lo tanto va a tener un comportamiento dinamico. Debido a
como se desliza el contorno mientras que minimiza su energia, se denomina
snake. Cambios en la interpretacion a alto nivel se van a modelar como fuerzas
externas® en el snake segin contintda el proceso de minimizacion.

Un snake no estda pensado, en principio, para resolver el problema de
bisqueda automatica de contornos prominentes de la imagen, sino para re-
finar la solucién propuesta por otra serie de mecanismos. Es decir, si se parte
de un contorno relativamente cercano a la solucién (por ejemplo un contorno
esbozado manualmente u obtenido mediante un método cldsico), el contorno
evoluciona hasta el minimo local mas cercano, es decir, al contorno buscado.
Los snakes se pueden considerar un ejemplo de un caso maés general de ajus-
te de modelos deformables a la imagen mediante un proceso de minimizacion
energética.

Un snake se puede definir como una curva spline minimizadora de energia,
guiada por fuerzas restrictivas externas e influenciada por fuerzas de la imagen,
que tiende a localizarse en caracteristicas de ésta como lineas y bordes. Es, por
tanto, un contorno activo que evoluciona de forma dindamica hacia los contornos
relevantes de la imagen. El snake también posee una serie de fuerzas internas

'En la terminologia de contornos activos se habla de fuerza y energia de forma indistinta.
Esto es una practica bastante habitual, aunque sea fisicamente incorrecto. En general, la
fuerza viene dada por el gradiente de la energia.



que sirven para imponer restricciones de suavidad, es decir, para regularizar la
solucién. Las fuerzas de la imagen empujan al snake hacia caracteristicas de
la imagen como lineas, bordes y contornos subjetivos, mientras que las fuerzas
restrictivas externas anaden informacién de alto nivel para hacer que el snake
se vaya hacia el minimo local deseado.

2.2. Formalizacion

El snake se representa como una curva paramétrica mediante r(s) = (z(s),
y(s)), con s € (0,1). Su funcional de energia se puede poner como

) = [ Bre(s)ds + [ By e+ [ Brleo)ds, (1)

donde Ej,; representa la energia interna del snake, E;,g las fuerzas de la ima-
geny E,..s las fuerzas restrictivas externas.
La energia interna del snake se puede poner como

Y1) (9)[” + Da(s)[Ir"(s)[*
5 .

Ein(x(s)) = (2)
La energia interna estd formada por un término de primer orden controlado
por ¥1(s) y otro de segundo orden controlado por ¥5(s). El término de pri-
mer orden hace que el snake se comporte como una membrana, mientras que
el de segundo orden hace que se comporte como una lamina plana delgada.
En otras palabras, primera derivada pequena significa que el contorno evolu-
ciona lentamente segin varia el parametro s, mientras que segunda derivada
pequena significa que el contorno se aproxima a una linea recta. Ajustando los
pardmetros 1;(s) y ¥s(s) se puede controlar la importancia relativa de estos
dos términos a lo largo del contorno. Por ejemplo, fijando ¥5(s) igual a cero
para un cierto valor de s, se estara permitiendo que el contorno tenga una
discontinuidad de primer orden y, por lo tanto, pueda presentar un vértice.
Estos dos términos se pueden considerar como regularizadores del snake.

Las fuerzas restrictivas externas, que tipicamente han sido introducidas
directamente por el usuario o mediante otro procedimiento de alto nivel, son
dos: las llamadas tipo muelle y las tipo volcdn. Tenemos entonces

Eres = Emue + Evoh (3)

donde E,,,. es del primer tipo y E,, del segundo. La fuerza tipo muelle es
equivalente a conectar un muelle desde un punto cualquiera del snake hasta
cualquier punto de la imagen u otro punto del snake. Esta controlada por el
parametro de restauracion del muelle. Si los extremos del muelle son p; v p2
la fuerza viene dada por

Erue = —k(p1 — Pz)z- (4)

El término tipo volcdn crea una fuerza de repulsién del tipo 1/7? que esté trun-
cada cerca de r = 0 (de ahi el nombre de volcén), siendo 7 la distancia hasta el



centro del volcan. Este volcan se puede situar en cualquier punto de la imagen
y repelera al snake de su centro.

Para que los snakes sean 1tiles es necesario definir funcionales energéticos
que atraigan el snake hacia las caracteristicas relevantes de la imagen, a saber,
lineas, bordes y terminaciones. La energia de la imagen se puede expresar como
una combinacién ponderada de estos tres términos

Eimg = ﬁlinElin + ﬁborEbor + '&terEtera (5)

siendo Yy, Ypor v Vier los pesos correspondientes a la energia de linea Ej;,,
de borde Ej,,. y de terminacién E,.,, respectivamente. Segin como se ajusten
estos tres términos, se puede modificar facilmente el comportamiento del snake
con respecto a la imagen.

El funcional energético de imagen mas sencillo es la intensidad de la imagen
por si misma. Corresponderd a la energia de linea (en el caso en que la imagen
tenga lineas se vera atraido a ellas)

Eiin(x(s)) = I(x(s), y(s)), (6)

entonces, dependiendo del signo de 9y, el snake se vera atraido hacia las lineas
claras u oscuras. El snake sujeto al resto de restricciones se vera atraido a los
contornos cercanos a regiones claras u oscuras de la imagen.

Encontrar los bordes de la imagen se puede hacer con un funcional también
bastante sencillo. En particular el médulo al cuadrado del gradiente con signo
negativo

Epor(x(s)) = =V I((s), y(s))I*- (7)

Asi el snake se verd atraido a las zonas con valor elevado del gradiente.

Se puede evitar que el snake se quede atrapado en minimos locales dados por
estructuras pequenas (escala pequena), como por ejemplo el ruido. Para ello,
elegida una escala o, se desenfocard la imagen para eliminar las estructuras
a menor escala antes de determinar el gradiente de la imagen. El funcional
energético utilizando esta filosofia seria entonces

Eror(x(s) = =|(V?ho (2(s), y(s))) * I(2(s), y(s)) I, (8)

donde h, es una funcién gaussiana de desviacion estandar o. Los minimos
locales de Fy,, corresponden con los cruces por cero de (V2h,) * I. Anadiendo
este término y dada una escala o, el snake se vera atraido a los cruces por cero,
pero sujeto al resto de restricciones. Si la escala es muy grande, el snake se
vera atraido a los bordes de una forma muy aproximada, pero lo podréd hacer
desde posiciones bastante alejadas. A escalas pequenas el snake se vera atraido
a las microestructuras o ruido més cercanos, pero no podra alcanzar los bordes
reales de las regiones a escalas mayores. Por esto, normalmente se comienza
a escalas grandes para obtener una primera solucién aproximada y después se
disminuye la escala para refinar la solucion.

Para definir el funcional de terminacién o de vértices, se parte de una
versién ligeramente suavizada de la imagen C(z(s),y(s)) = ho(z(s),y(s)) *



I(x(s),y(s)) y se define a partir del grado de curvatura de las curvas de nivel
de la imagen suavizada. El angulo del gradiente viene dado por

als) = an—l (%C'(x(s),y(s))
oo <aax0(w(5),y(5))> ’

Los vectores unitarios en la direccién paralela n; y perpendicular n, a la di-
reccién del gradiente vienen dados por

(9)

ni(s) = (cosa(s),sina(s)) (10)

ny(s) = (—sina(s),cosals)). (11)

A partir de estos parametros, el término de energia de terminacién viene dado

por?

Dng(s)c( (S), y(S))
Dy, (5)C((s),9(s))

82C (ao) _90C &°C 9C + 82C (30>2

Eier(r(s)) = DnQ(S)O‘(S)_

o oy? \ 0z 8z dzdy dy 9z2 \ oy 12
o2c | 920\%/? ' (12)
Ox2 Oy?

Se puede comprobar experimentalmente la capacidad del snake para seg-
mentar contornos subjetivos. Ademas, el snake tiene la propiedad de histéresis.
Estas dos propiedades no existian en los algoritmos clasicos de segmentacién
y, por lo tanto, esto es algo caracteristico de los contornos activos.

Una vez que el snake encuentra un minimo local de la energia, se queda
enganchado a él. Si el objeto en cuestion comienza a moverse lentamente, el
snake simplemente seguird el movimiento de ese minimo local. Si el movimiento
es demasiado rapido puede dar lugar a que el snake pierda ese minimo local y
se quede atrapado en otro. Sin embargo para secuencias de video a velocidades
normales, el snake normalmente si que es capaz de seguir el movimiento. En
este caso, el seguimiento del movimiento se realiza sin ninguna restriccién entre
las imagenes de la secuencia. Si introducimos restricciones de este tipo, sin duda
el seguimiento serd mucho més robusto. Una forma sencilla de hacer esto es
dando al snake una masa. Asi el snake serd capaz de predecir su posicién en
el futuro basandose en la velocidad actual. Esto dara origen a lo que se ha
denominado contornos dindmicos.

2.3. Consideraciones sobre Optimizacion

Para determinar minimos locales del funcional energético de la ecuacién
(1), vamos a denotar con Eey = Eipng + Eres a todos los términos energéticos

2El operador Dy es la primera derivada direccional segiin el vector unitario v y D2 la
segunda derivada direccional.



distintos de los internos al contorno. La minimizacién de la ecuacién (1) da
lugar a las siguientes ecuaciones de Fuler-Lagrange independientes

d ’ d2 " al?e:z:t
L (92'(9) + g (a(s)a(6)) + T = (13)
O 8) + g 6 + T = . (1)

Cuando 94 (s) y ¥2(s) no son constantes, es mas sencillo discretizar directamente
la ecuacion (2). Si discretizamos el contorno en J, puntos la energia total del
snake sera

J J
E:nake = Z Emt(j) + Z Eea?t(j)' (15)
= =1

Aproximando las derivadas mediante el método de diferencias finitas y de-
finiendo el contorno discreto r; = (z;,y;) = (x(jh),y(jh)) se puede poner
Eint(7) como

ri—r;_|? ri 1 —2r; +1..4]|?
Pz Zmal ) e =2l
donde se define ro = r;. Si definimos
. aEex ]
rG) = Pl (17)
f) = LEeld) (18)
dy

donde las derivadas se pueden aproximar de nuevo por diferencias finitas (en
el caso de que no se puedan calcular analiticamente), entonces las ecuaciones
de Euler-Lagrange (13) y (14) se pueden escribir de forma vectorial como

V1i(rj —1jo1) = V141 (rjen — 15)
+Q92,j—1(rj—2 — 2rj_1 + I'j) — 219273' (rj—l — 21'j + I‘j+1>

+09j41(r; — 2rj41 + 1j40) + (f2(F), f,(4)) = O (19)

o de forma matricial

Kx+f.(x,y) = 0 (20)

Ky +f,(x,y) — 0, (21)

donde K es la matriz de rigidez que es pentadiagonal. Si utilizamos derivadas
temporales, se pueden formular estas ecuaciones de forma iterativa, suponiendo

3Una matriz pentadiagonal tinicamente tiene elementos no nulos en la diagonal principal
y en las cuatro diagonales mas cercanas a ésta.

6



que las fuerzas externas varian poco en cada iteracién, como

Kx; +f,(x-1,y0-1) = —7(x —x4-1) (22)

Ky, +f,(x;-1,¥1-1) = —7(yi — 1), (23)

donde 7 es el paso de actualizacion. En el equilibrio, x; = X, 1 ey =yi_1 ¥
los segundos términos se anulan dando, lugar a la solucién de las ecuaciones
(20) y (21).

Las ecuaciones (22) y (23) se pueden resolver mediante inversién de matri-
ces

x; = (K+7D) Y rxy — fu(x1,y:21)) (24)

yi = (K+7D) " (ryi1 — £(xe-1,yi-1)), (25)

donde la matriz K + 71 es otra matriz pentadiagonal, de forma que su inversa
se puede calcular mediante descomposicion LU. Este método es implicito con
respecto a las fuerzas internas, asi que en el caso de que el snake sea muy rigido
se puede resolver con valores de 7 relativamente grandes. Por el contrario si
las fuerzas externas son grandes, puesto que éstas son explicitas van a requerir
valores de 7 bastante menores.

La nueva posicién r; se obtiene moviendo la posiciéon anterior r;_; a lo
largo de la fuerza externa f(r,_;) = (f,(r;—1),f,(ri—1)) y después resolvien-
do el sistema, o lo que es lo mismo, suavizando o regularizando el contorno
resultante.

2.4. Problemas y sus Soluciones

Se pueden observar dos problemas:

1. La discretizacién temporal. Si f(r; ;) es demasiado grande, el con-
torno r;_; puede moverse demasiado lejos del minimo local cercano y ya
no volver. Asi la curva puede pasar por las zonas de bordes de interés
y oscilar sin alcanzar el equilibrio, o estabilizarse en otros minimos ale-
jados. Esto se solucionaba ajustando de forma manual el paso temporal
7. Si elegimos 7 grande el problema se puede solucionar. Sin embargo,
en este caso, la curva solamente se va a ver atraida por gradientes muy
grandes, y los valores pequenos de f(r;_;) no afectardn a la curva en
absoluto. Por lo tanto, en lugar de modificar el paso temporal, se debe
modificar la fuerza externa normalizdndola

VEeJ:t(rt)

) = By e el

(26)

donde (3 debe ser del orden de 7. Asi, los avances no son demasiado
grandes y cuando la curva esta cerca de un borde, se vera atraida por
éste y se estabilizara alli si no existe conflicto con la energia interna.
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2. La discretizacién espacial. Solamente conocemos los valores de f en
una rejilla discreta dada por la imagen, y por lo tanto, podemos tener
cruces por cero de f sin que f se anule nunca en la rejilla. Esto significa
que en el mejor de los casos la soluciéon siempre va a oscilar entre los
pixels vecinos al minimo. Este problema se puede solucionar mediante
una interpolacién bilineal de la energia externa E..;, o en su caso de f, en
posiciones no pertenecientes a la rejilla de la imagen. Teniendo definido
E..; 6 f de forma continua los puntos de equilibrio seran los minimos de
E..: o los ceros de f.

Otro problema es el de la localizacién del contorno inicial que después
evolucionara a la solucion. Se puede decir que:

= Si el contorno no esta suficientemente cerca de un borde, no se vera atraido
por él.

= Si la curva no se ve sometida a fuerzas externas, las fuerzas internas
haran que el contorno se encoja sobre si mismo.

La formulacién mediante diferencias finitas de hace que la curva se com-
porte como un conjunto de masas unidas mediante muelles de longitud nula.
Esto significa que si la fuerza externa es cero, f = 0, la curva se encoje sobre
si misma degenerando en un punto o una linea dependiendo de las condiciones
iniciales. Esto ocurrira si el contorno inicial se localiza en una zona uniforme
de la imagen.

Esto lleva a anadir otra fuerza al contorno, para que actie de forma mas
dindmica. Se va a considerar el contorno como un balén en dos dimensiones
que se infla. La nueva fuerza va ejercer una presién hacia fuera como si dentro
del contorno tuviéramos aire. La fuerza externa va a ser ahora

VEemt (rt)

f(r;) = Bin(r;) + 3 IV Eeur ()]
donde n(r;) es el vector unitario normal al contorno y (; es la amplitud de
esta nueva fuerza. Si cambiamos el signo de 3, o la orientacién de la curva
tendriamos el efecto contrario: el contorno se deshincharia. 8 y (; se deben
elegir del mismo orden que 7. 3 debe ser algo mayor que (; para que un punto
de borde detenga la fuerza de inflado. La curva se va inflando hasta que se vea
atrapada y detenida por los bordes de la imagen.

Si representamos con r(s,t) el contorno continuo segin evoluciona en el
tiempo, es necesario fijar unas condiciones iniciales r(s,0) y unas condiciones
de contorno r(0,t), r(1,t), r'(0,t) y r'(1,1).

(27)

2.5. Ejemplo de Funcionamiento

En la figura 1 podemos ver la evoluciéon de un snake que incluye fuerza
de inflado y las mejoras que acabamos de comentar para la deteccién de un
hueso en una imagen radiografica. Como se puede apreciar se parte de un
contorno inicial interior al hueso. Este contorno se va inflando hasta quedarse
atrapado en el contorno del hueso que representa el minimo local mas cercano
al contorno inicial, y por lo tanto, la solucién buscada.
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Figura 1: Evolucién de un snake hasta el contorno del hueso buscado en una
radiografia.



3. Snakes dinamicos

Se considera que el snake es funcion de dos parametros. El parametro es-
pacial s y el pardmetro temporal ¢t. La curva es una funciéon de dos variables
x e y biparamétricas r(s,t) = (x(s,t),y(s,t)). Se asigna una masa p al snake
y un coeficiente de viscosidad y. Ahora las ecuaciones (13) y (14) pasan a ser
las ecuaciones de Fuler-Lagrange dindmicas

2 2 2
E
0 T+ 0,-9 <191(s)a:£> + i <192(S)81’> + OBy = 0 (28)

Hae™ T Tor" ™ bs Bs oz

0? 0 0 0 0? 0? OF ey
HomY +7§y ~ 5 (191(5)859) + 0e <"l92(5)aszy> + oy 0. (29)

Si las ecuaciones (28) y (29) se discretizan en el dominio espacial utilizando
diferencias finitas o elementos finitos, se obtienen las siguientes ecuaciones
matriciales

Ma, +Cv,+Kx+f, = 0 (30)

Ma,+Cv,+ Ky +f, = 0, (31)

donde M, C y K son las matrices de masa, viscosidad y rigidez del snake,
respectivamente. Los vectores (v,, v,) y (a,, a,) son los vectores de velocidad y
aceleracion del snake, respectivamente. En nuestro caso las matrices de masa y
viscosidad son diagonales: M = ul y C = ~I. La matriz de rigidez K representa
las relaciones de elasticidad interna del snake.

4. Superficies deformables

Se puede realizar una extensién de los snakes a superficies deformables en
tres dimensiones. Una superficie deformable se define como una curva bipa-
ramétrica vectorial u(s,r) = (x(s,r), y(s,r), z(s,r)), donde s € (0,1) y r € (0,1)
son los dos parametros. La energia asociada a esta curva viene dada por

1 1 8 2 8 2 82 2
E*(u) = /o /0 [191(5, r) |(‘)su + Ua(s, r) e + I3(s, 1) |8$2u
2 2 2 2
+14(s, 1) asaru + J5(s, r) |8r2u —|—Em(u)} ds dr. (32)

Los coeficientes (11, 15) corresponden a la elasticidad (primera derivada), (93,
J5) a la rigidez (segunda derivada) y el coeficiente 1, a la resistencia a torsién
(segunda derivada) de la superficie. Las condiciones de contorno permitiran
crear superficies planas, cilindros, toros, elipsoides, etc. Los términos de primer
orden hacen que la superficie se comporte como una membrana y los de segundo
orden como una lamina plana delgada, de forma similar a lo que ocurria en
dos dimensiones con el snake.
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Un minimo local de la ecuacién (32) se resuelve mediante célculo variacional
dando lugar a la ecuacién estatica vectorial de Euler-Lagrange para superficies

—% (191(5, r)gsu) — g (192(5, r)gru> + % (193(5, r)%u)

+2% (194(5, r)a?aru) + % (195(5, r)gﬁu> + VEeq(u) =0, (33)

sujeta a las condiciones de contorno. Si ahora incluimos el pardmetro temporal
t, u dependerd de tres pardametros: s, r y t. La ecuacién (33) se puede poner
en su version dindmica como

e e ) - ()

—I—% <193(s7 r)gszu) + 2% (194(5, r) 8(?&11> + % (195(5, r)grzu>
+VE . (u) =0, (34)

donde v(s,r,t) = (vi(s,r,t),vy(s,r,t),v.(s,r,t)) es el vector de velocidad su-
perficial y a(s,r,t) = (az(s,r,t),a,(s,r,t),a.(s,r,t)) es el vector aceleraciéon
superficial. La ecuacién 34 estd sujeta a la condicién inicial u(s,t,0) y a las
condiciones de contorno.

5. Rayos activos
Se pueden citar varios problemas presentes en los snakes:

= Cuando los contornos son cerrados, puesto que los puntos del snake no
siguen ningin orden se pueden producir cruces. También puede que el
contorno gire sobre su centro, pero sin representar un cambio significativo
de su forma, dando lugar a inestabilidades.

= Los snakes representan un problema de optimizacion en dos dimensiones
y por lo tanto la solucién es cara computacionalmente hablando.

= En el caso de que estemos resolviendo un problema dindmico de segui-
miento, los snakes pueden perder el contorno si el nimero de iteraciones
temporales se reduce.

Para resolver estos problemas se propone un nuevo tipo de contorno activo
denominado rayos activos. Este modelo tiene las siguientes caracteristicas:

= Muestra un comportamiento adecuado en cualquier instante de tiempo,
por lo que en tareas de seguimiento nunca va a perder el contorno al que
estd siguiendo.

» Reduce el proceso de optimizacion energética de dos a una dimension.
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= Se fija un orden bidimensional a los elementos del contorno, por lo que
no se pueden producir inestabilidades tipo cruces o giros como ocurria
en los snakes.

Un rayo activo g¢(p, 0) se define en el plano de la imagen como una funcién
unidimensional que depende de aquellos valores de gris de la imagen I(x,y)
que caen en la linea recta que parte del punto C = (C,, C,) en la direccién 0

oc(p,0) =I(Cy + pcos,Cy + psinh), 0<p<ry, (35)

donde ry viene dado por el tamano de la imagen. El contorno corresponde a
la unién de los puntos correspondientes a cada rayo activo con mayor valor
del gradiente de la imagen. Va a ser siempre un contorno cerrado. El contorno
rc(6) viene dado por

rc(0) = (Cy + p(0) cosB,Cy + p(#)sinh), 0<6 < 2m, (36)

donde el pardmetro p(6) describe completamente el comportamiento del con-
torno. Ahora podemos definir la energia interna del contorno como
Uy U2(6) H

2
+

2

Emt(rc) = s (37)

2

2| 5o & relt)

2

siguiendo el modelo de los snakes. Sin embargo, una definicién alternativa es

2 2

_0i(0) | d U2(0) | 2
Eini(p) = 7 @P(Q) 5 @P( ) (38)
En cuando a la energia externa viene dada por el gradiente de la imagen
d 2
Bualvc) = Buale) = IV 10cO)? = = | T oc(p.0) | . (9

Como se puede ver, las ecuaciones (38) y (39) que definen las energias son
funciones unidimensionales. La energia total viene dada por

B(p) = [ [Bulol6)) + Beap(6))] 40

= [P o]+ 2 | e
d 0),0 2 do
- |gpecte®)0 (40)

El contorno buscado vendra dado por la funcién p(f) que minimice la energia
E*. Utilizando calculo de variaciones se obtiene la ecuacion diferencial de Euler-
Lagrange

2

2
i ! —0, (41)

jg lﬁl(ﬁ)depw)] - jm [192(9)0362,0(9)] + jp H;pac(p(e), 0)

que se puede resolver de forma sencilla con un algoritmo iterativo unidimen-
sional. Una vez determinado p(), el contorno viene dado por la ecuacion (36).
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